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We consider a Bingham flow on a noncylindrical domain with a singularity 
at t = 0. Using the well known technique of Galerkin approximations, we give 
an existence theorem. For the bidimensional case we also show uniqueness of 
the solution of our problem. 
Le but du present travail est de donner un theoreme d’existence de 
solution pour l’ecoulement d’un fluide de Bingham dans un domaine 
non-cylindrique de R” x R+ avec une singularite pour t = 0. Pour 
le cas n = 2 on obtiendra aussi un theoreme d’unicid. Dans le cas 
particulier du probleme de Navier-Stokes (g = 0) et n = 2, 3 le 
resultat est deja dans [2], avec p)(t) = t1/2. D’autre part, on remarque 
la difference entre [3] et le present travail: tandis qu’ici le domaine 
a une singularite, dans le premier travail il s’agissait d’un domaine 
regulier sous conditions sur la croissance des projections sur t = 0 
des intersections du domaine avec les plans t = Cte. 
Pour les difftrentes notations, voir [I] et [3]. 
1. PROBLBME ENVISAGE 
Soit QT C Rn x R+ le domaine ou on cherche la solution du pro- 
bleme. Alors, QT remplit la condition. 
CONDITION C. Si 12~ = QT n {t = T}, r > 0, alors on l’obtient ci 
partir de l2 = Sz, en faisant la transformation de coordonnkes: 
x - 544 % x = (x1 ,..., x) E R” avec 50 Eclw, TI), 
940) = 0, v(l) = 1, v’(O) > 0, v’(t) 3 0 vt > 0. 
* Boursitre du Consejo National de Investigaciones Cientificas y Tecnicas de la 
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On cherche U(X, t) d fi 6 ni d ans Q* (dans un sens & prCciser), solution 
de: 
I t [(v’, v - u)$& + q&(% v - 4 + h&, % v - 4 0 
+ gh&4 - gj&> - (f, ‘u - 4n,l d7 3 0 (14 
vv E w, , vt E [O, T] 
W, = (v/w EL~(O, T; Hos(!Gt)), v’ EL~(O, T; L2(Qt) div v = 0} 
div u = 0, (W 
24 lacJ1 = 0 v’t E IQ n (1.3) 
u ItsO = 0. (1.4) 
La condition (1.4) doit &tre interprCtCe comme tquivalente 8: 
fiF+ I W,,(Ql) = 0. (1.4’) 
On prend f EL~(O, T; L2(Q,)). 
On fait le changement de variables: 
I 
yi = 9)(t) x+ 
(i = 1, 2,..., n); t = t. 
Au lieu du domaine QT, on aura alors un domaine cylindrique: 
QT = {(y, t)/t E IO, T], y E Q}, et Ie problkme B rksoudre est mainte- 
nant: 
s F( ’ 
v,v-24) VW 
c 
- 9). (y grad 21, v - a) + --& a(~, u - u> 
- (f, TJ - u)] d7 3 0 
Vf > 0, VVE w,, vt E [O, Tl, 
div u = 0, 





f EP(0, T; y”W(Q)), c’est & dire J”tqni2(t) /f (t)i2 dt -=c a. 
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Remarque 1. Les hypotheses impostes a p)(t), et le fait qu’il 
s’agit toujours de l’intervalle [E, T], E > 0, expliquent 1“‘Climination” 
du jacobien du changement de coordonnees yn(t). 
2. EXISTENCE DE SOLUTION 
D’abord on definit le problime birCgularis.4: 
ou jn est une regularisee de j, ~Ju)~ =&j(u). 
Apres on definit le problt?me approcht : 
(%L’S WJ - z (urn , y grad q> + -& 4um ,wd 
+ -I!- b(um , urn ,wd + --& (i,‘(um>, wi) 
544 
(2.2) 
avec {wj}& : systeme orthonormal dans V, , 
IL, = u nAm. = il ckmwk , cam(t) = 0, k = I,..., m, t E [0, l/m], (2.3) 
f&> = ,“,, 
t E LO, l/ml, 
t E]l/m, T]. 
11 est bien connu que (2.2) a une solution unique, c’est a dire les 
;+;)psont definis de facon unique dans [(l/m), T]. En multipliant 
ar cim et ajoutant pour] = l,..., m, on obtient: 
128 CIORANESCU AND MARGOLIS 
(On remarque que: (y grad U, U) = - (n/2) 1 u I”). Alors: 
1 W(t) I %M2> + 2vn-2(t) j y I2 + 2wYt> II %(~)llS 
(2.4) 
et 
g (b”‘2(t) I %N12) = 2P’2(t) I %&)I 1 hJ”‘2(9 I %&N 
d &“‘2(t) I f(t)1 vn’2(t) I %(t)l . 
Finalement : 
$ (P’2(t) I %rM) G e2(t) IfW * (2.5) 
L’integration de 0 a t (< 7’) de (2.4) et (2.5) donne, grlce a (2.3) 
~p”‘~(t) I G&I G jot (pn’“(4 I f(4l dT (2.6) 
~jo~~“‘2(~)j~IZd7+h~~tpn(~)/lu,(r):l:dr 
< jot v”(T) 1 f(d I %@>i dT < (s,” ‘?‘“‘2(T) / f(T)1 dT)2. 
(2.7) 
Ajoutant (2.6) et (2.7) on arrive a: 
s 
T 
<2 ?“(t) I f@)l dt. 
0 
On appellera V(Qr , p’) l’espace Qr muni de la norme j I oT,m . Alors 
on voit que la solution du probleme approche reste bornee dans 
V(QT , p)), indkpendamment de m. En particulier: 
est bornC dam L”(0, T; cpyt> H), 
est born6 dans L2(0, T; #n-2’/2(t) V), 
est borne dans L2(0, T; F2(t) VJ, 
et independant de m. 
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Si on retourne aux coordonnees initiales, on trouve aussitbt: 
est born6 dans Jw4 T; ~2(J-u), 
est borne dans JW, T; f&W)), Vt E IO, Tl, 
est bornC dans L2(0, T; K,“(Qt)), 
independamment de nt. 
Alors pour une sous-suite {uU} C (~~1: 
et 
11 est clair qu’on aura aussi: 
e2tt> I %n(t>l + (v 1t p(“-2)‘“(T) 1 y I2 dT+ h jy g/2(7) 11 U,,(T)l1f qz 6 
< 2 0t ~~‘~(7) I f( >l dr, s Vt E [E, T], VE > 0 (2.8) 
c’est a dire u,,~ E V(QT , 9)). 
Pour montrer que z4,A est solution au probleme (2.1), il suffit de 
r&peter les raisonnements de [l], qui montrent que u,‘ est borne 





est borne dans 
est born& dans 
est borne dans 
est born6 dans 
P(0) T; q/2(t) H), 
L2(0, T; cp(n-2)/2(t) V), 
L2(0, T; Y“‘(t) K), 
L’(O, T; V ‘I. 
independamment de 7, A. 
Alors on obtient, comme plus haut: 
En &p&ant les arguments de [l], on voit que u est solution de 
(1.5)-(1.8) et on a finalement. 
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THI?OR&ME 1. Le problime (l.l)-(1.4) admet une solution u, et 
u EL=(O, T; L2(f2,)) n L2(0, T; H,“(s2,)), ‘v’t ~10, T]. 
Remarque 2. On peut demontrer (voir [2]) que (1.8) est une 
condition necessaire. 
3. LE CAS n = 2. THBOR~ME D'UNICITB 
Darts ce cas, la regularisation en h n’est pas necessaire, et on a: 
Aussi, l’utilisation du theoreme de Lebesgue (voir [I]) montre que 
pour n = 2, l’inequation (1.5) Cquivaut a: 
(u’, v - U) - $$ (y grad u, v - U) + -& a(u, ZI - U) 
1 +- 
dt) (3.1) 
- (f, v - u) 3 0, Vt ~10, T]. 
THBOR~ME 2. Si n = 2, le probEme a au plus une solution. 
Dkmonstration. Soient ur , u2 deux solutions du probleme. Prenons 
dans (3.1) u = u1(u2) et u = us(ur), et ajoutons. 
On a, avec U = ur - u, , 
- (U’, U) + g (y grad U, U) - -& 4 U) - & b( u, u1 , U> 3 0 
+ g I W>12 + 3 I U(Q2 + &) 4uw G +q b(W, U(t), %W 
et 
g (v’(t) I u(t>12) + 2~ II Vt)li2 < 2 d&(t) II u(t)11 I u(t)i II u,(t)lI 
< 2m II U(t)1i2 + + / U(t)12 /I u1(t)112. 
Alors, U(t) 3 0. 
IkOULEMENT D’UN FLUIDE DE BINGHAM 131 
REFERENCES 
1. G. DUVAUT AND J. L. LIONS, Les inkquations en m&canique et en physique, Dunod, 
Paris, 1972. 
2. Yv. KOPILEVICH AND 0. A. LADIZHENSKAYA, Sur le probleme aux limites pour 
1’Cquation de Navier-Stokes dans des domaines qui se reduisent & un point quand 
t + 0+, Inst. Math. Steklov., en Russe. 
3. B. MARGOLIS, &oulement d’un fluide de Bingham dans un domaine non cylin- 
drique, /. Functional Analysis 13 (1973), 132-137. 
